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概要
相互作用とは、隣接するサイト上の状態の変化を記述する有向対称グラフのことである. 近年、
坂内-亀谷-佐々田 [1] や坂内-佐々田 [3]の研究で、相互作用として記述されるミクロモデルに対
して、流体力学極限の証明に重要な Varadhanの分解定理の証明が与えられた. これら研究では、
相互作用が irreducibly quantifiedという条件を満たすことが重要である. 本研究では、古典的な流
体力学極限の研究で扱われていなかった、これらの理論に適用できる新たな相互作用の例は与え
るために、相互作用が irreducibly quantifiedであることを判定するアルゴリズムを、可換半群の
問題に帰着させることで構成した.

1 導入
流体力学極限とは、マクロな決定論的偏微分方程式をミクロな確率論的な大規模相互作用系の極限

として記述する数学的手法のことである. 古典的な先行研究においては、流体力学極限を証明するに
あたって、ミクロな大規模相互作用系のモデルごとの特性に依存した個別具体的なアプローチが必要
であったが、近年、一般のモデルに対して適用できる公理的な枠組みを構成する研究がなされてい
る. 例えば、坂内-亀谷-佐々田 [1]や坂内-佐々田 [3]は、一般的なミクロな大規模相互作用系に対し
て、流体力学極限の証明に重要な Varadhanの分解定理の証明を与えた. さらに、最近、坂内-佐々田
[4]では、上の研究において大規模相互作用系を記述していた相互作用と呼ばれる対象を一般化する
ことで、坂内-亀谷-佐々田 [1]の研究の部分的な拡張を得ている.

Definition 1.1. 𝑆 を有限集合とする. 組 (𝑆, 𝜙) が 𝑆 上の相互作用であるとは、𝜙 ⊂ (𝑆 × 𝑆) × (𝑆 × 𝑆)
であって、(𝑆 × 𝑆, 𝜙) が対称有向グラフであることをいう. すなわち、任意の 𝑠, 𝑠′ ∈ 𝑆 に対して、
(𝑠, 𝑠′) ∈ 𝜙 ならば (𝑠′, 𝑠) ∈ 𝜙 が成立することである. また、𝑆 をこの相互作用 (𝑆, 𝜙) の状態空間と
呼ぶ.

Example 1.2. 𝜅 ∈ Z≥1 を固定する. 𝑆 := {0, 1, , . . . , 𝜅}とおく.

1. 部分集合 𝜙𝜅-ex ⊂ (𝑆 × 𝑆) × (𝑆 × 𝑆) を

𝜙𝜅-ex := {(( 𝑗 , 𝑘), ( 𝑗 − 1, 𝑘 + 1)), (( 𝑗 − 1, 𝑘 + 1), ( 𝑗 , 𝑘)) | 0 < 𝑗 ≤ 𝜅, 0 ≤ 𝑘 < 𝜅}

と定義する. このとき、相互作用 (𝑆, 𝜙𝜅-ex) を状態空間 𝑆 上の generalized exclusion interaction
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と呼ぶ.
2. 部分集合 𝜙𝜅-ms ⊂ (𝑆 × 𝑆) × (𝑆 × 𝑆) を

𝜙𝜅-ms := {(( 𝑗 , 𝑘), (𝑘, 𝑗)) | 0 ≤ 𝑗 , 𝑘 ≤ 𝜅, 𝑗 ≠ 𝑘}

と定義する. このとき、相互作用 (𝑆, 𝜙𝜅-ms)を状態空間 𝑆上のmulti species exclusion interaction
と呼ぶ.

その他の例に関しては、[2]を参照されたい.

流体力学極限の理論においては、保存量という概念が重要である. 写像 𝜉 : 𝑆 → R が相互作用
(𝑆, 𝜙) の保存量であるとは、任意の ((𝑠, 𝑡), (𝑠′, 𝑡′)) ∈ 𝜙に対して、

𝜉 (𝑠) + 𝜉 (𝑡) = 𝜉 (𝑠′) + 𝜉 (𝑡′) (1)

を満たすことをいう. ここで、任意の定数関数は保存量であることに注意されたい. そのため、
Consv𝜙 (𝑆) を保存量からなる R-ベクトル空間を定数関数で貼られる部分ベクトル空間で割って得ら
れる商ベクトル空間と定義する. 坂内-高力-佐々田-和知-山本 [2]では、相互作用の保存量を用いた分
類理論を与えている.

Example 1.3. 𝑆 := {0, 1, , . . . , 𝜅} とおく. 任意の 𝑖 ∈ 𝑆 に対して、𝜉𝑖 : 𝑆 → R を 𝜉𝑖 ( 𝑗) := 𝛿𝑖 𝑗 と定義
する.

1. 相互作用 (𝑆, 𝜙𝜅-ex) に対して、Cosnv𝜙𝜅-ex (𝑆) は ∑𝜅
𝑖=1 𝜉𝑖 で張られる.

2. 相互作用 (𝑆, 𝜙𝜅-ms) に対して、Cosnv𝜙𝜅-ms (𝑆) は 𝜉1, . . . , 𝜉𝜅 で張られる.

保存量は任意の任意の ((𝑠, 𝑡), (𝑠′, 𝑡′)) ∈ 𝜙 に対して、式 (1)を満たす解を求めれば良いので、線形代
数によって Consv𝜙 (𝑆) の基底は計算することができる. 特に、自然数ベクトルによる基底が取れるこ
とに注意されたい.

坂内-亀谷-佐々田 [1]や坂内-佐々田 [3]では、irreducibly quantifiedという条件が証明に必要であっ
た. そこで、次に、irreducibly quantifiedな相互作用を定義する. 任意の (𝑋, 𝐸) を有限連結対称有向
グラフと保存量 𝜉 に対して、写像 𝜉𝑋 : 𝑆𝑋 → Rを

𝜉𝑋 (𝜂) :=
∑
𝑥∈𝑋

𝜉 (𝜂𝑥), 𝜂 = (𝜂𝑥)𝑥∈𝑋 ∈ 𝑆𝑋

で定義する. ここで、Φ𝐸 ⊂ 𝑆𝑋 × 𝑆𝑋 を

Φ𝐸 := {(𝜂, 𝜂′) ∈ 𝑆𝑋 × 𝑆𝑋 | ∃𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, ((𝜂𝑥 , 𝜂𝑦), (𝜂′𝑥 , 𝜂′𝑦)) ∈ 𝜙, ∀𝑧 ≠ 𝑥, 𝑦 𝜂𝑧 = 𝜂′𝑧}

と定義する.

Definition 1.4. 相互作用 (𝑆, 𝜙) が irreducibly quantified であるとは、次の条件を満たすことをいう;
任意の有限連結対称有向グラフ (𝑋, 𝐸) に対して、任意の 𝜂, 𝜂′ ∈ 𝑆𝑋 が任意の保存量 𝜉 に対して
𝜉𝑋 (𝜂) = 𝜉𝑋 (𝜂′) を満たすならば、𝜂 と 𝜂′ はグラフ (𝑆𝑋,Φ𝐸) において同じ連結成分に属している.



相互作用 (𝑆, 𝜙) が irreducibly quantifiedであることは、任意の有限連結対称有効グラフ (𝑋, 𝐸) に
対して、(𝑆𝑋,Φ𝐸) の連結成分がその連結成分に含まれる点の保存量によって、完全に決定されてい
ることを意味している.
流体力学極限の先行研究において扱われているモデルの多くは、irreducibly quantified な相互作

用として記述される. 例えば、Kipnis-Landim-Olla [6] にて研究されている generalized exclusion
interactionは、irreducibly quantifiedであることが知られている. また、Nagahata [7]で扱われている
lattice gas with energyも irreducibly quantifiedな相互作用の例である.

Lemma 1.5 ([2, Example 2.10, Proposition 2.19]). Example 1.2にある generalized exclusion interaction
と multi species interactionは、ともに irreducibly quantifiedである. また、lattice gas with energyも
irreducibly quantifiedな相互作用である.

ここで、先行研究では扱われてこなかった相互作用のうちで、内-亀谷-佐々田 [1] や坂内-佐々
田 [3] の理論に適用可能な例を挙げることを考えたい. そのためには、与えられた相互作用が、
irreducibly quantifiedであるかどうかを判定するアルゴリズムが必要である. [2, Proposition 2.19]で
は、Lemma 1.5に挙げた例のほかにもいくつかの相互作用が irreducibly quantifiedであることを示し
ているが、その証明はモデルに強く依存した形になっており、一般の相互作用に対して、irreducibly
quantifiedであるかどうかを判定する手法が与えている訳ではない. そこで、本研究では、与えられ
た相互作用が irreducibly quantifiedであるかどうかを判定するアルゴリズムを構成した. 本研究の主
結果は次のとおりである.

Theorem 1.6. 与えられた相互作用 (𝑆, 𝜙) が irreducibly quantifiedであるかという問題は、決定可能
である.

これによって、計算機を用いることで、坂内-亀谷-佐々田 [1]や坂内-佐々田 [3]の理論に適用可能な
相互作用を列挙することが可能になった. 本レポートの最後に、𝑆 のサイズが 5の場合の irreducibly
quantifiedな相互作用のリストを掲載している.

2 証明のアイデア
この節では、Theorem 1.6の証明のアイデアについて解説する. そのために、exchangeableな相互
作用と separableな相互作用を定義する.

Definition 2.1. (𝑆, 𝜙) を相互作用とする.

1. (𝑆, 𝜙) が exchangeableであるとは、任意の 𝑠, 𝑠′ ∈ 𝑆 に対して、(𝑠, 𝑠′) と (𝑠′, 𝑠) が有向グラフ
(𝑆 × 𝑆, 𝜙) において、同じ連結成分に含まれることをいう.

2. (𝑆, 𝜙) が separableであるとは、任意の 𝑠, 𝑠′ ∈ 𝑆 が、任意の保存量 𝜉 に対して 𝜉 (𝑠) = 𝜉 (𝑠′) を
満たすならば、𝑠 = 𝑠′ が成立することをいう.

相互作用 (𝑠, 𝜙) が irreducibly quantified であるならば、(𝑆, 𝜙) は exchangeable かつ separable で
ある. 実際、有限連結対称有向グラフとして、それぞれ、2 頂点、1 頂点のものを考えることで、



irreducibly quantifiedであることから、exchangeable、separableであることが導かれる. また、相互作
用 (𝑆, 𝜙) が exchangeableかつ separableであることは、状態空間 𝑆が有限であることから、計算機に
よって検証可能であることに注意されたい. したがって、以下では、相互作用 (𝑆, 𝜙) は exchangeable
かつ seprableであると仮定して良い.
ここで、次のような 𝑛頂点対称有向グラフ

◦ ↔ ◦ ↔ · · · ↔ ◦

を考える. すなわち、𝑋𝑛 := {1, . . . , 𝑛}, 𝐸 := {(𝑖, 𝑖 + 1), (𝑖 + 1, 𝑖) | 1 ≤ 𝑖 < 𝑛} で定義される有向グラフ
(𝑋, 𝐸) である. このとき、任意の (𝜂, 𝜂′) ∈ Φ𝐸 は、𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛 − 1} を ((𝜂𝑖 , 𝜂𝑖+1), (𝜂′𝑖 , 𝜂′𝑖+1)) ∈ 𝜙 を
満たすように取ると、

𝜂 = (𝜂1, . . . , 𝜂𝑖 , 𝜂𝑖+1, . . . , 𝜂𝑛) → (𝜂1, . . . , 𝜂
′
𝑖 , 𝜂

′
𝑖+1, . . . , 𝜂𝑛) = 𝜂′

という変換だと見做せる. したがって、任意の 𝑠 ∈ 𝑆 に対して 𝑥𝑠 を対応する形式的な変数だとすると
(𝜂, 𝜂′) ∈ Φ𝐸 は、

𝑥𝜂1 · · · 𝑥𝜂𝑖𝑥𝜂𝑖+1 · · · 𝑥𝜂𝑛 → 𝑥𝜂1 · · · 𝑥𝜂′
𝑖
𝑥𝜂′

𝑖+1
· · · 𝑥𝜂𝑛

という語の変換だと解釈することができる. そこで、次のような半群

𝑀 (𝑆, 𝜙) := ⟨𝑥𝑠 , 𝑠 ∈ 𝑆 | ∀((𝑠, 𝑡), (𝑠′, 𝑡′)) ∈ 𝜙, 𝑥𝑠𝑥𝑡 = 𝑥𝑠′𝑥𝑡 ′⟩

を考えることにする. もし、相互作用 (𝑆, 𝜙) が exchangebleであるときには、この半群は可換である
ことに注意されたい.
次に、相互作用の保存量と半群の準同型を関連付ける. 任意の保存量 𝜉 に対して、写像 𝜉𝑀 :

𝑀 (𝑆, 𝜙) → Rを
𝜉𝑀 (𝑥𝑠1 . . . 𝑥𝑠𝑚 ) := 𝜉 (𝑠1) + · · · + 𝜉 (𝑠𝑚)

と定義すると、これは well-definedは準同型 𝜉𝑀 : 𝑀 (𝑆, 𝜙) → R+ である. ここで、R+ は Rに加法を
演算として入れた半群である. この対応によって、次の同型が得られる.

Lemma 2.2 ([9, Lemma 3.4]). 相互作用 (𝑆, 𝜙) に対して、上の対応 𝜉 ↦→ 𝜉𝑀 によって、ベクトル空間
としての同型

{保存量 } � Hom(𝑀 (𝑆, 𝜙),R)

が誘導される.

以上のことから、Consv𝜙 (𝑆) の自然数ベクトルによる基底が取れたことを思い出すと、相互作用
(𝑆, 𝜙) が irreducibly quantifiedであるとき、任意の 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 (𝑆, 𝜙) が、任意の準同型 𝑓 : 𝑀 (𝑆, 𝜙) → R

に対して、 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑦) を満たすならば、𝑥 = 𝑦 が成立することがわかる. このことは、可換半群
𝑀 (𝑆, 𝜙) が cancellativeかつ power-cancellativeであることと同値である。

Definition 2.3. 可換半群 𝑀 が cancellativeであるとは、任意の 𝑎 ∈ 𝑀 について、任意の 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑀 に
対して、𝑎𝑏 = 𝑎𝑐 ならば 𝑏 = 𝑐 が成立することをいう. また、可換半群 𝑀 が power-cancellativeであ
るとは、任意の 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 に対して、ある 𝑛 ∈ Z>1 が存在して、𝑎𝑛 = 𝑏𝑛 ならば 𝑎 = 𝑏 が成立すること
をいう.



Proposition 2.4 ([5, II, Corollary 7.4]). 単位元を持たない有限生成可換半群 𝑀 が cancellative かつ
power-cancellativeであることと、ある有限個の準同型 𝑓𝑖 : 𝑀 → N+, 𝑖 = 1, . . . , 𝑚 が存在して、任意
の元 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 について、任意の 𝑖に対して、𝑓𝑖 (𝑥) = 𝑓𝑖 (𝑦) ならば 𝑥 = 𝑦が成立することは同値である.

したがって、相互作用 (𝑆, 𝜙) が irreducibly quantified であることから、可換半群 𝑀 (𝑆, 𝜙) が
cancellativeかつ power-cancellativeであることが従うが、実は、この逆も成立する.

Theorem 2.5 ([9, Theorem 3.7]). 相互作用 (𝑆, 𝜙) が irreducibly quantified であることと、可換半群
𝑀 (𝑆, 𝜙) が cancellativeかつ power-cancellativeであることは同値である.

さらに、有限表示可換半群 𝑀 が cancellativeかつ power-cancellativeであることは、決定可能命題
である. 実際、次の命題が知られている.

Theorem 2.6 ([8, Theorem 5.8]). 有限表示可換半群 𝑀 が cancellativeであるかは決定可能である.

また、cancellative な可換半群はアーベル群に埋め込むことができる. そのため、与えられた
cancellativeな可換半群が power-cancellativeであるかどうかは、単因子論を用いることで確かめるこ
とができる. 以上のことから、与えられた相互作用 (𝑆, 𝜙) が irreducibly quantifiedであるかは決定可
能であることがわかった.

3 相互作用のリスト
最後に状態空間 𝑆 のサイズが 5である相互作用のリスト Figure 1を与える. このリストでは、[2]
の保存量による相互作用の分類にしたがっている.

Definition 3.1. 二つの相互作用 (𝑆, 𝜙), (𝑆′, 𝜙′) が等しいとは、ある全単射 𝑆 � 𝑆′ が存在して、誘導さ
れる写像Map(𝑆′,R) � Map(𝑆,R) がベクトル空間の同型 Consv𝜙′ (𝑆′) � Consv𝜙 (𝑆) を誘導すること
をいう.

ある相互作用 (𝑆, 𝜙) が、irreducibly qunatified である相互作用と等しいとしても、(𝑆, 𝜙) 自身が
irreducibly quantifiedであるとは限らないことに注意されたい. しかし、このリストに載っている相
互作用はすべて irreucibly quantifiedであり、任意の状態空間のサイズが 5の irreducibly quantifiedな
相互作用は、このリスト Figure 1のうちのいずれかと等しい.
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図 1: Irreducibly quantified interactions for 𝑆 = {0, 1, 2, 3, 4}.
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